
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

10η Εβδοµάδα

§ 3. Συστήµατα Με Σταθερούς Συντελεστές

Το Θεώρηµα 2.1 και η µέθοδος των µεταβαλλώµενων σταθερών ανάγει τον

προσδιορισµό της γενικής λύσης του συστήµατος (2.1) στον προσδιορισµό του

ϑεµελιωδούς συστήµατος (ϑ.σ.) λύσεων του αντίστοιχου οµογενούς συστήµα-

τος (1.1). ∆εν υπάρχει αλγόριθµος για την κατασκευή του ϑ.σ. στην γενική

περίπτωση, όµως στην περίπτωση που το σύστηµα έχει σταθερούς συντελε-

στες το ϑ.σ. λύσεων µπορεί εύκολα να κατασκευαστεί. Για να απλοποιήσουµε

τα πράγµατα ϑα ασχοληθούµε κυρίως µε συστήµατα δυο εξισώσεων (αντί για

x1(t), x2(t) ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό x(t), y(t)).

dx

dt
= a11x+ a12y

(3.1)

dy

dt
= a21x+ a22y.

ή (
dx
dt
dy
dt

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
.

Πρέπει να ϐρούµε δύο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις του συστήµατος (άρα

ψάχνουµε µη µηδενικές λύσεις). Ψάχνουµε τη λύση (x, y) σε µορφή

(3.2) x(t) = αekt, y(t) = βekt

όπου α, β κάποιες σταθερές. Αντικαθιστώντας τις συναρτήσεις (3.2) στο σύ-

στηµα (3.1) παίρνουµε

(a11 − k)α+ a12β = 0
a21α+ (a22 − k)β = 0

ή

(3.3)

(
a11 − k a12
a21 a22 − k

)(
α
β

)
=

(
0
0

)
.

Για να υπάρχει µη τετριµµένη λύση α, β του αλγεβρικού συστήµατος (3.3)

πρέπει η ορίζουσα του συστήµατος να ισούται µε µηδέν∣∣∣∣ a11 − k a12
a21 a22 − k

∣∣∣∣ = 0,

δηλαδή

(3.4) k2 − (a11 + a22)k + a11a22 − a12a21 = 0.

∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις : α) δυο διαφορετικές (αναγκαστικά) πραγµα-

τικές ϱίζες, ϐ) (µια) µιγαδική ϱίζα, γ) διπλή (πραγµατική) ϱίζα.

α) Αν οι ϱίζες του k1, k2 χαρακτηριστικού πολυωνύµου (3.4) είναι διαφορε-

τικές τότε οι δυο λύσεις του (3.1) που ψάχνουµε ϑα έχουν τη µορφή

(3.5) (x1(t), y1(t)) = (α1e
k1t, β1e

k1t), (x2(t), y2(t)) = (α2e
k2t, β2e

k2t)
1
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ή (
x1(t)
y1(t)

)
=

(
α1e

k1t

β1e
k1t

)
,

(
x2(t)
y2(t)

)
=

(
α2e

k2t

β2e
k2t

)
.

Αντικαθιστώντας την (3.5) στο (3.1) προσδιορίζουµε (όχι µονοσήµαντα) τις στα-

ϑερές α1, α2, β1, β2.
Οι ϱίζες του (3.4) είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα(

a11 a12
a21 a22

)
και (α1, β1) είναι το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή k1, και (α2, β2)
είναι το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή k2.

Η γενική λύση του (3.1) είναι(
x(t)
y(t)

)
= C1

(
x1
y1

)
+ C2

(
x2
y2

)
ή

(x(t), y(t)) = C1(x1, y1) + C2(x2, y2).

Αν έχουµε µη οµογενές σύστηµα

dx

dt
= a11x+ a12y + f1(t)

(3.6)

dy

dt
= a21x+ a22y + f2(t),

πρώτα ϐρίσκουµε τη γενική λύση του (3.1) και µετά τη µερική λύση του (3.6),

το άθροισµα ϑα µας δώσει τη γενική λύση του (3.6).

Παράδειγµα 3.1. Να ϐρεθεί το ϑεµελιώδες σύστηµα και η γενική λύση του

συστήµατος

dx

dt
= x+ 2y + 2

dy

dt
= 4x+ 3y + 1.

Λύση. Εδώ προφανώς

A =

(
1 2
4, 3

)
, f =

(
2
1

)
.

Ψάχνουµε πρώτα τη γενική λύση του συστήµατος

dx

dt
= x+ 2y

dy

dt
= 4x+ 3y.

Γράφουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

k2 − 4k − 5 = 0,

οι ϱίζες είναι k1 = 5, k2 = −1. Συνεπώς

(x1, y1) = (α1e
5t, β1e

5t), (x2, y2) = (α2e
−t, β2e

−t).
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Το το διάνυσµα (1, 2) είναι ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιµή k1 = 5 και το διάνυσµα (1,−1) είναι ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A που

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή k2 = −1. Πράγµατι (ϐλ. (3.3) )(
−4 2
4 −2

)(
α1

β1

)
=

(
0
0

)
⇒

(
α1

β1

)
=

(
1
2

)
,

παροµοίως(
2 2
4 4

)(
α2

β2

)
=

(
0
0

)
⇒

(
α2

β2

)
=

(
1
−1

)
.

Προφανώς το ίδιο αποτέλεσµα ϑα έχουµε αντικαθιστώντας στο σύστηµα την

(x1, y1) (ϑα πάρουµε β1 = 2α1 µε α1 6= 0 τυχαίο, έστω 1) και έπειτα αντικα-

ϑιστώντας στο σύστηµα την (x2, y2) (ϑα πάρουµε β2 = −α2 µε α2 6= 0 τυχαίο,

έστω 1).

΄Αρα το ϑεµελιώδες σύστηµα είναι

(x1, y1) = (e5t, 2e5t), (x2, y2) = (e−t,−e−t)
και η γενική λύση του οµογενούς συστήµατος

(x(t), y(t)) = C1(e
5t, 2e5t) + C2(e

−t,−e−t).

Ψάχνουµε τώρα µια µερική λύση φ̄(t) = (φ1(t), φ2(t)) του µη οµογενούς

συστήµατος σε µορφή (ϐλ. (2.4) )

φ1 = c1(t)e
5t + c2(t)e

−t, φ2 = c1(t)2e
5t − c2(t)e−t.

Αντικαθιστώντας την φ̄(t) στο αρχικό µας σύστηµα για c1(t), c2(t) παίρνουµε

(ϐλ. (2.5) )

c′1(t)e
5t + c′2(t)e

−t = 2,

c′1(t)2e
5t − c′2(t)e−t = 1.

Συνεπώς c′1(t) = e−5t, c′2(t) = et άρα επιλέγουµε

c1(t) = −1

5
e−5t, c2(t) = et

και

φ1 = −1/5 + 1 = 4/5, φ2 = −2/5− 1 = −7/5.
Η γενική λύση του συστήµατος είναι

(x(t), y(t)) = C1(e
5t, 2e5t) + C2(e

−t,−e−t) + (
4

5
,−7

5
)

δηλαδή

x(t) = C1e
5t + C2e

−t + 4
5

y(t) = 2C1e
5t − C2e

−t − 7
5

Μπορούµε να την γράψουµε και ως εξής :(
x(t)
y(t)

)
= C1

(
e5t

2e5t

)
+ C2

(
e−t

−e−t
)

+

(
4/5
−7/5

)
.

Παράδειγµα 3.2. Να ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος

dx

dt
= x+ 2y + 3e5t

dy

dt
= 4x+ 3y + 3t.
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Λύση. Εδώ το δεύτερο µέρος είναι

f(t) =

(
3e5t

3t

)
.

Ψάχνουµε µια µερική λύση φ̄(t) = (φ1(t), φ2(t)) του µη οµογενούς συστήµα-

τος σε µορφή

φ1 = c1(t)e
5t + c2(t)e

−t, φ2 = c1(t)2e
5t − c2(t)e−t.

Αντικαθιστώντας την φ̄(t) στο σύστηµα για c1(t), c2(t) παίρνουµε

c′1(t)e
5t + c′2(t)e

−t = 3e5t,

c′1(t)2e
5t − c′2(t)e−t = 3t.

Συνεπώς

c′1(t) = 1 + te−5t, c′2(t) = 2e6t − tet
άρα

c1(t) = t− 1

25
(5te−5t + e−5t), c2(t) =

1

3
e6t − tet + et

και

φ1(t) = te5t +
1

3
e5t − 6

5
t+

24

25
,

φ2(t) = 2te5t − 1

3
e5t +

3

5
t− 27

25
.

Η γενική λύση του συστήµατος είναι

(x(t), y(t)) = C1(e
5t, 2e5t) + C2(e

−t,−e−t) + (φ1, φ2)

ή (
x(t)
y(t)

)
= C1

(
e5t

2e5t

)
+ C2

(
e−t

−e−t
)

+

(
φ1
φ2

)
.

?

ϐ) ΄Εστω τώρα k µιγαδικός αριθµός k = p+ iq. Η λύση που ϑα ϐρούµε είναι

η

(3.7) (α1e
(p+iq)t, β1e

(p+iq)t).

Εδώ το ιδιοδιάνυσµα (α1, β1) µπορεί να είναι µιγαδικό. Γνωρίζουµε ότι και

το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος είναι λύσεις και µάλιστα γραµµικώς

ανεξάρτητες (γιατί ;), συνεπώς το ϑεµελιώδες σύστηµα είναι

(x1(t), y1(t)) = (Re(α1e
(p+iq)t),Re(β1e

(p+iq)t)),

(x2(t), y2(t)) = (Im(α1e
(p+iq)t), Im(β1e

(p+iq)t)).

Παράδειγµα 3.3. Να ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος

dx

dt
= x− 5y

dy

dt
= 2x− y.

Λύση. Γράφουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

k2 + 9 = 0,

οι ϱίζες είναι k1 = 3i, k2 = −3i. Συνεπώς η λύση είναι

(x(t), y(t)) = (α1e
3it, β1e

3it).
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Αντικαθιστώντας στο σύστηµα την (x(t), y(t)) παίρνουµε

(1− 3i)α1 − 5β1 = 0

2α1 − (1 + 3i)β1 = 0.

Μπορούµε να πάρουµε, π.χ., α1 = 5, β1 = 1− 3i. ∆ηλαδή (5, 1− 3i) είναι το

ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 3i. ΄Αρα

(x(t), y(t)) = (5e3it, (1− 3i)e3it).

Αφού και το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος ϑα είναι λύση του συστή-

µατος παίρνουµε ως ϑεµελιώδες σύστηµα το ακόλουθο

(x1, y1) = (5cos 3t, cos 3t+ 3sin 3t), (x2, y2) = (5sin 3t,−3cos 3t+ sin 3t)

και η γενική λύση του οµογενούς συστήµατος ϑα είναι

(x(t), y(t)) = C1(5cos 3t, cos 3t+ 3sin 3t) + C2(5sin 3t,−3cos 3t+ sin 3t)

ή (
x(t)
y(t)

)
= C1

(
5 cos 3t

cos 3t+ 3 sin 3t

)
+ C2

(
5 sin 3t

−3 cos 3t+ sin 3t

)
.

Μπορούµε τη γενική λύση να την γράψουµε και ως εξής

x(t) = C1cos 3t+ C2sin 3t,

y(t) = C∗1cos 3t+ C∗2sin 3t

όπου

C∗1 =
1

5
C1 −

3

5
C2, C∗2 =

3

5
C1 +

1

5
C2.

Αν στη ϑέση του k1 = 3i ϑα πάρουµε k2 = −3i, τότε ψάχνουµε τη λύση σε

µορφή

(x(t), y(t)) = (α1e
−3it, β1e

−3it).

Το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −3i είναι το (5, 1 + 3i). Κατα-

λήγουµε στο ϑεµελειώδες σύστηµα

(5cos 3t, cos 3t+ 3sin 3t), (−5sin 3t, 3cos 3t− sin 3t).

Η γενική λύση προφανώς ϑα είναι η ίδια.

?

γ) Τι κάνουµε αν έχουµε διπλή ϱίζα k (ιδιοτιµή πολλαπλότητας 2) ; Προ-

ϕανώς (αφού ο πίνακας είναι 2 × 2) k ∈ R. Αν το v1 = (α1, β1) είναι το

ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή k, τότε η µια λύση είναι

(x1(t), y1(t)) = (α1e
kt, β1e

kt) δηλαδή x1 = α1e
kt, y1 = β1e

kt.

Ο σκοπός µας είναι να ϐρούµε άλλη µια λύση η οποία ϑα είναι γραµµικώς

ανεξάρτητη από αυτήν που ϐρήκαµε. Αυτή τη λύση ϐρίσκουµε µέσα από το

γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα

vγ = (αγ , βγ)
το οποίο το προσδιορίζουµε άπο την σχέση

1

(A− kI)v1 = vγ

και η αντίστοιχη λύση είναι :

x2(t) = (α1t+ αγ)ekt, y2(t) = (β1t+ βγ)ekt

1(A− kI)2v2 = (A− kI)v1 = 0
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ή

(x2(t), y2(t)) = (α1t+ αγ)ekt, (β1t+ βγ)ekt).

Πράγµατι, αντικαθιστώντας στο σύστηµα (3.1) την (x2, y2) και διαιρώντας δια

ekt πρέπει ∀t να έχουµε

kα1t+ kαγ + α1 = a11α1t+ a11αγ + a12β1t+ a12βγ ,

kβ1t+ kβγ + β1 = a21α1t+ a21αγ + a22β1t+ a22βγ ,

δηλαδή

(a11 − k)α1 + a12β1 = 0,

a21α1 + (a22 − k)β1 = 0,

και

(a11 − k)αγ + a12βγ = α1,

a21αγ + (a22 − k)βγ = β1,

τα οποία προφανώς ισχύουν. ΄Αρα η (x2(t), y2(t)) είναι η Ϲητούµενη λύση. Η

γενική λήση του (3.1) σε αυτή την περίπτωση είναι(
x(t)
y(t)

)
= C1

(
α1

β1

)
ekt + C2

(
α1t+ αγ
β1t+ βγ

)
ekt.

Παράδειγµα 3.4. Να ϐρεθεί το ϑεµελιώδες σύστηµα και η γενική λύση του

συστήµατος

dx

dt
= x− y

dy

dt
= x+ 3y.

Λύση. Γράφουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

k2 − 4k + 4 = 0.

΄Εχουµε διπλή ϱίζα k1,2 = 2. Συνεπώς ψάχνουµε τη µια λύση σε µορφή

(x1, y1) = (α1e
2t, β1e

2t),

και αντικαθιστώντας στο σύστηµα παίρνουµε

α1 = −β1
π.χ. (1,−1) είναι το Ϲητούµενο ιδιοδιάνυσµα και παίρνουµε

(x1, y1) = (e2t,−e2t).

Ψάχνουµε τη δεύτερη (γραµµικά ανεξάρτητη) λύση σε µορφή

(x2, y2) =
(
(α1t+ αγ)e2t, (β1t+ βγ)e2t)

)
=
(
(t+ αγ)e2t, (−t+ βγ)e2t)

)
και αντικαθιστώντας στο σύστηµα παίρνουµε

αγ = −1− βγ
Αρα µπορούµε να πάρουµε ως ϑεµελιώδες σύστηµα (µε α2 = 0, β2 = −1) το
ακόλουθο:

(e2t,−e2t), (te2t, (−1− t)e2t)
και η γενική λύση ϑα είναι

(x(t), y(t)) = C1(e
2t,−e2t) + C2(te

2t, (−1− t)e2t).

Παράδειγµα 3.5. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy µε αρχικές

συνθήκες x(0) = 1, y(0) = −1 για το σύστηµα από το Παράδειγµα 3.4.
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Λύση. Η γενική λύση είναι

x(t) = C1e
2t + C2te

2t

y(t) = −C1e
2t − C2(1 + t)e2t.

Για να προσδιορίσουµε τις αυθαίρετες σταθερές έχουµε

x(0) = C1 = 1,

y(0) = −C1 − C2 = −1.

δηλαδή C1 = 1, C2 = 0, άρα η Ϲητούµενη λύση είναι

(x(t), y(t)) = (e2t,−e2t).

Παράδειγµα 3.6. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy µε αρχικές

συνθήκες x(0) = 197/25, y(0) = 94/25 για το σύστηµα από το Παράδειγµα

3.2.

Λύση. Η γενική λύση είναι

x(t) = C1e
5t + C2e

−t + te5t +
1

3
e5t − 6

5
t+

24

25
,

y(t) = C12e
5t − C2e

−t + 2te5t − 1

3
e5t +

3

5
t− 27

25
.

Για να προσδιορίσουµε τις αυθαίρετες σταθερές έχουµε

x(0) = C1 + C2 +
1

3
+

24

25
=

197

25
,

y(0) = 2C1 − C2 −
1

3
− 27

25
=

94

25
.

δηλαδή C1 = 4, C2 = 0, άρα η Ϲητούµενη λύση είναι

x(t) = 4e5t + te5t +
1

3
e5t − 6

5
t+

24

25
,

y(t) = 8e5t + 2te5t − 1

3
e5t +

3

5
t− 27

25
.

?
Παρατηρούµε ότι αν ο πίνακας είναι συµµετρικός και έχει διπλή ιδιοτιµή,

τότε σε αυτή τη ιδιοτιµή αντιστοιχούν δυο ανεξάρτητα ιδιοδιαύσµατα, αυτό

όµως (όπως ήδη το είχαµε τονίσει) λαµβάνει χώρα µόνο αν a12 = a21 = 0 και

a11 = a22, δηλαδή το σύστηµα διασπάται σε δυο ανεξάρτητες εξισώσει :

dx

dt
= a x και

dy

dt
= a y,

όπου a = a11 = a22. Προφανώς η γενική λύση ϑα είναι x(t) = C1e
at
,

y(t) = C2e
at

την οποία µπορούµε να την γράψουµε και ως(
x(t)
y(t)

)
= C1

(
1
0

)
eat + C2

(
0
1

)
eat.

Για n > 2 η µέθοδος παραµένει η ίδια απλώς οι υπολογισµοί γίνονται πιο

ογκώδεις. Ας πάρουµε n = 3 :

dx

dt
= a11x+ a12y + a13z,

dy

dt
= a21x+ a22y + a23z,
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dz

dt
= a31x+ a32y + a33z.

Πρέπει να ϐρούµε τρεις γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις του συστήµατος. Ψά-

χνουµε τις λύσεις σε µορφή

x(t) = αekt, y(t) = βekt, z(t) = γekt

όπου α, β, γ κάποιες σταθερές. Αντικαθιστώντας αυτές τις συναρτήσεις στο

σύστηµα (3.1) παίρνουµε

(a11 − k)α+ a12β + a13γ = 0
a21α+ (a22 − k)β + a23γ = 0
a31α+ a32β + (a33 − k)γ = 0

Για να υπάρχει µη τετριµµένη λύση α, β, γ του αλγεβρικού συστήµατος

πρέπει συστήµατος να ισούται µε µηδέν∣∣∣∣∣∣
a11 − k a12 a13
a21 a22 − k a13
a31 a32 a33 − k

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές και ακολούθόυµε τη διαδικασία ουσιαστικά ίδια µα

αυτήν για n = 2. ∆ηλαδή ϐρίσκουµε τρεις γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις και

ο γραµµικώς στνδιασµός είναι γενική λύση του συστήµατος. Αν το σύστηµα

είναι µη οµογενές τότε πρέπει να ϐρούµε µερική λύση του µη οµογενούς

εφαρµόζωντας την µέθοδο των µεταβαλλόµενων σταθερών

Παράδειγµα 3.7. Να ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος

dx

dt
= x+ 1,

dy

dt
= 2x+ y − 2z + et sin 2t− 3

2
,

dz

dt
= 3x+ 2y + z + 1,

και έπειτα η λύση του προβλήµατος Cauchy :

(x(0), y(0), z(0)) = (0, 0, 0).

Λύση. Το πρόβληµα µπορούµε να το γράψουµε και σε µορφή dx
dt
dy
dt
dz
dt

 =

 1 0 0
2 1 −2
3 2 1

 x
y
z

+

 1
et sin 2t− 3

2
1

 .

Πρώτα λύνουµε το οµογενές συστηµα. Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές του πίνακα

συντελεστών A :∣∣∣∣∣∣
1− k 0 0

2 1− k −2
3 2 1− k

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ k1 = 1, k2,3 = 1± 2i.

Ψάχνουµε τριες λύσεις σε µορφή

x = α1e
t, y = β1e

t, z = γ1e
t,

και

x = α2e
(1±2i)t, y = β2e

(1±2i)t, z = γ2e
(1±2i)t.

΄Εχουµε για k1 = 1
0α1 + 0β1 + 0γ1 = 0
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2α1 + 0β1 − 2γ1 = 0
3α1 + 2β1 + 0γ1 = 0

άρα επιλέγουµε (α1, β1, γ1) = (1,−3/2, 1). Η µια λύση είναι η

(et,−3

2
et, et).

Για να ϐρούµε δυο άλλες γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις ακολούθούµε την

ίδια διαδικασία : παίρνουµε k = 1−2i (µπορούµε να πάρουµε και k = 1+2i)
και έχουµε

2iα2 + 0β2 + 0γ2 = 0,
2α2 + 2β2 − 2γ2 = 0,
3α2 + 2β2 + 2iγ2 = 0.

Επιλέγουµε (α2, β2, γ2) = (0, 1, i) και η αντίστοιχη λύση είναι

(0, e(1−2i)t, ie(1−2i)t) = (0, etcos2t, etsin2t) + i(0,−etcos2t, etcos2t).

Αφού και το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος είνει λύσεις, έχουµε οτι το

ϑ. σ. λύσεων αποτελείται από τις

(et,−3

2
et, et), (0, etcos2t, etsin2t), (0,−et sin 2t, etcos2t).

΄Αρα η γενική λύση του οµογενούς συστήµατος είναι

(x(t), y(t), z(t)) =

(C1e
t,−C13/2e

t + C2e
t cos 2t− C3e

t sin 2t, C1e
t + C2e

t sin 2t+ C3e
t cos 2t)

ή

(3.8)

 x(t)
y(t)
z(t)

 = C1

 et

−3
2e
t

et

+C2

 0
et cos 2t
et sin 2t

+C3

 0
−et sin 2t
et cos 2t

 .

Βρίσκουµε την µερική λύση του µη οµογενούς µε την µέθοδο των µεταβαλ-

λόµενων σταθερών. ΄Εχουµε (ϐλ. (2.5) )

(c′1, c
′
2, c
′
3)

 et −3
2e
t et

0 et cos 2t et sin 2t
0 −et sin 2t et cos 2t

 =

 1
et sin 2t− 3

2
1


συνεπώς

c′1 = e−t,

c′2 cos 2t− c′3 sin 2t = sin 2t,

c′2 sin 2t+ c′3 cos 2t = 0,

άρα

c′2 = sin 2t cos 2t, c′3 = − sin2 2t

και

c1 = −e−t, c2 =
1

4
sin2 2t, c3 =

1

4
sin 2t cos 2t− t

2
.

΄Αρα η µερική λύση είναι

−e−t
 et

−3
2e
t

et

+
sin2 2t

4

 0
et cos 2t
et sin 2t

+
sin 2t cos 2t− 2t

4

 0
−et sin 2t
et cos 2t

 =
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(3.9)

 −1
3
2 + t

2e
t sin 2t

−1 + 1
4e
t sin 2t− t

2e
t cos 2t

 .

Η η γενική λύση είναι το άθροισµα των (3.8) και (3.9), ϑα την γράψουµε ως

εξής :

x(t) = C1e
t − 1,

y(t) = et
(
− 3

2
C1 + C2 cos 2t− C3 sin 2t+

t

2
sin 2t

)
+

3

2
,

z(t) = et
(
C1 + C2 sin 2t+ C3 cos 2t+

1

4
sin 2t− t

2
cos 2t

)
− 1.

Για να λύσουµε το πρόβληµα Cauchy επαληθεύουµε τις αρχικές συνθήκες :

x(0) = 0 ⇒ C1 = 1, y(0) = 0 ⇒ C2 = 0 και z(0) = 0 ⇒ C3 = 0,

άρα η λύση του προβλήµατος Cauchy είναι

x(t) = et − 1,

y(t) = et
( t

2
sin 2t− 3

2

)
+

3

2
,

z(t) = et
(
1 +

1

4
sin 2t− t

2
cos 2t

)
− 1.

?

Αν έχουµε ϱίζα k πολλαπλότητας 3 (οι οποία αναγκαστικά είναι πραγµατι-

κή). Εκτός από την λύση

(x1(t), y1(t), z1(t)) = vekt,

όπου v είναι το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, πρέπει να ϐρούµε άλλες δυο τ.ω.

οι τρείς λύσεις να είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Βρίσκουµε το γενικευµένο

ιδιοδιάνυσµα 1ης τάξης v1 από την σχέση

(A− kI)v1 = v

και το γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα 2ης τάξης v2 από την σχέση

(A− kI)v2 = v1.

Οι δυο Ϲητούµενες λύσεις ϑα είναι

(x2(t), y2(t), z2(t)) = (vt+ v1)e
kt,

και

(x3(t), y3(t), z3(t)) = (vt2/2 + v1t+ v2)e
kt.

Το ότι οι (x2, y2, z2) και (x3, y3, z3) είναι όντως λύσεις είναι εύκολο να το

διαπιστώσουµε όπως και στην περίπτωση των δύο εξισώσεων. Σε αντίθεση µε

την διδιάστατη περίπτωση εδώ αν ο πίνακας είναι συµµετρικός και έχει διπλή

ή τριπλή ιδιοτιµή το σύστηµα εν γένη δε διασπάται σε ανεξάρτητες εξισώσεις

(ϐλ. ΄Ασκηση 3.7).


